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Le test en statistique

Objectif
Comprendre la notion de test statistique, aborder des subtilités liées au choix de l’hypothèse

initiale, parler d’estimateur, construire une zone de rejet, lire une table de gaussienne, manipuler
des probabilités, voir des exemples.

I Introduction
La science du vivant s’intéresse à des milieux extrêmement complexes et bien souvent chaotiques,

au sens mathématique du terme. La modification d’une seule donnée peut entraîner de vastes modifi-
cations en chaîne du système considéré. Pour apporter une réponse à une étude d’un macro-système
comme le corps humain, il faut tenir compte d’un nombre incalculable de facteurs agissant au niveau
microscopique. En ce sens une approche déterministe et mécanique est bien souvent insuffisante en
biologie. Le fonctionnement d’un organe par exemple n’est pas du même niveau de complexité que le
fonctionnement d’une horloge. Pour faire face à cette difficulté, la biologie s’est massivement tournée
vers la statistique qui est le domaine d’application des mathématiques qui permet de traiter avec
une grande rigueur des systèmes très complexes dont on ignore les paramètres et le fonctionnement
mais sur lesquels on a accès à de nombreuses données expérimentales. C’est là tout le sens de la
biostatistique et la raison pour laquelle le contenu mathématique de la PACES est essentiellement
orienté vers cette branche appliquée des mathématiques.

L’objectif de ce cours est d’introduire la notion de test statistique ainsi que quelques principes
et connaissances qui y sont rattachés. Cette présentation s’articulera sur l’exemple suivant.

Exemple 1. On considère une variété de souris et l’on suppose que la pro-
portion de ces souris à développer un cancer est de 20%. On traite 100 souris
par ce médicament et l’on observe que 15 d’entre elles ont développé malgré
tout un cancer. A l’aide de cette étude, un organisme de contrôle de santé
indépendant souhaite trancher si le médicament est efficace ou non sur cette
population de souris.

II L’hypothèse nulle
A travers l’exemple que l’on vient de présenter on s’intéresse à la question suivante

« Le médicament est-il efficace ? »

Cependant notre étude étant statistique, elle va modéliser le chaos du système observé (la santé
des souris) par un phénomène aléatoire. En considérant cette approche comme étant la négation d’une
modélisation déterministe, les évènements observés ne seront pas certains, au sens probabiliste : les
probabilités manipulées ne seront pas égales à 1. En conséquence il est tout à fait naturel que la
réponse finale, quelle qu’elle soit, ne soit pas absolue. Pourtant notre approche étant mathématique
(et donc rigoureuse !) nous devrons être capable de quantifier les erreurs commises, ce qui reviendra
à donner une réponse avec un degré de confiance.
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Néanmoins, avant de rentrer dans le traitement dur de notre étude, il nous faut auparavant la
modéliser. Cette étape est cruciale et peut constituer une source considérable de confusions. Le
mathématicien que je suis se permet d’insister. Les mathématiques sont d’une précision absolue
lorsqu’elles sont correctement formulées. La modélisation quant à elle est toujours entachée d’erreur
et la statistique dans ses applications est particulièrement sujette aux pièges où l’intuition peut être
mise en défaut.

Pour répondre à notre question, nous allons tester la validité d’une hypothèse, par exemple

Le médicament ne permet pas de réduire l’apparition du cancer. (H0)

On appelle l’hypothèse que l’on considère l’hypothèse nulle (H0) et sa négation, l’hypothèse 1 :

Le médicament permet de réduire l’apparition du cancer. (H1)

Il nous faudra alors décider entre deux possibilités :
1. rejeter l’hypothèse nulle (H0) et accepter l’hypothèse 1 (H1), ce qui dans notre exemple est

plutôt positif, nous concluons que le médicament est probablement efficace ;
2. ne pas rejeter l’hypothèse nulle (H0), ce qui dans notre exemple est plutôt décevant, nous

concluons que le médicament n’est probablement pas efficace.
A chaque décision est associée une erreur :

1. rejeter l’hypothèse nulle, à tort c’est-à-dire alors qu’elle est vraie,
2. ne pas rejeter l’hypothèse nulle, à tort c’est-à-dire alors qu’elle est fausse.

Le problème est que pour diminuer le risque de commettre l’une des erreurs, il nous faudra augmenter
le risque de commettre l’autre erreur. Cette impossibilité d’optimiser simultanément les deux erreurs
provoque une dissymétrie dans les hypothèses.

Dans un test on préfère toujours par convention ne pas rejeter l’hypothèse nulle alors qu’elle est
fausse (appelé erreur de seconde espèce) plutôt que de rejeter l’hypothèse nulle alors qu’elle est vraie
(erreur de première espèce). Nous chercherons donc à minimiser la probabilité de rejeter l’hypothèse
nulle à tort sans (dans ce cours) nous occuper de l’erreur de seconde espèce. En d’autres termes,
notre angle d’attaque va être de tout faire pour ne pas rejeter l’hypothèse nulle (H0). Cette phrase
peut paraître anodine et peu rigoureuse, mais nous verrons plus tard dans les développements ma-
thématiques comment elle se traduit. L’important pour l’instant est de bien comprendre la subtilité
qu’entraîne une telle approche. Si malgré tous nos efforts pour ne pas rejeter l’hypothèse nulle (H0)
nous y sommes contraint par les résultats, notre conclusion est beaucoup plus forte. Dans notre
exemple nous allons tout faire pour ne pas rejeter le fait que le médicament ne soit pas efficace et si
malgré tous nos efforts nous sommes obligés de rejeter une telle hypothèse, il nous faut nous rendre
à l’évidence, le médicament est très probablement efficace. Au contraire ne pas rejeter l’hypothèse
nulle est une réponse beaucoup plus faible. Le médicament ne semble pas efficace : ce n’est peut-être
pas si étonnant puisque nous avons fait notre possible pour favoriser cette hypothèse. Cette approche
provoque un déséquilibre entre les deux hypothèses et voilà pourquoi l’hypothèse nulle est toujours
celle que l’on ne souhaite pas démontrer.

Pour bien comprendre cette difficile notion, un bon exemple est celui de la justice française munie
de la présomption d’innocence. Les deux erreurs sont les suivantes :

1. condamner un innocent
2. acquitter un coupable.

Dans ces deux erreurs, on préfère minimiser le risque de commettre la première quitte à augmenter
celle de commettre la seconde. Ici l’hypothèse nulle est donc le fait que le suspect est innocent.
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Si vraiment on est obligé de rejeter cette hypothèse alors on le considèrera coupable. Dans cette
approche on condamne avec une plus de précision qu’on n’acquitte. Ainsi en statistique :

• On appelle hypothèse nulle l’hypothèse sur laquelle on accepte plus facilement de
se tromper. On note cette hypothèse (H0).
• L’hypothèse 1 notée (H1) est la négation de l’hypothèse nulle (H0).

Définition II.1

• Rejeter l’hypothèse nulle est un résultat plus fort que de ne pas rejeter l’hypothèse
nulle.
• Afin de souligner la faiblesse du non-rejet, on ne dit pas que l’on accepte l’hypothèse

nulle mais que l’on ne la rejette pas.

Proposition II.2

III Formulation mathématique
On relève l’état de santé de chaque souris traitée à la fin de l’expérience. On note 0 si la souris

est saine et 1 si jamais elle a développé un cancer. On note n la taille de notre échantillon de souris,
ici n = 100 et pour i ∈ {1, . . . n}, on suppose que l’état de la souris numéro i est donné par une
variable aléatoire Xi. Naturellement chacune de ces variables aléatoires suit une loi de Bernoulli. On
suppose que toutes les souris (traitées) ont la même probabilité de développer un cancer. On dit que
les variables aléatoires sont identiquement distribuées. On note m cette probabilité :

P (Xi = 1) = m.

Ce réel m ∈ [0; 1] constitue la moyenne de la loi de Bernoulli :

E (Xi) = m.

On suppose également que la probabilité pour une souris de développer un cancer est indépendant du
fait que les autres souris développent ou non un cancer. En d’autres termes, on suppose que les va-
riables aléatoires X1, . . . , Xn sont indépendantes. Cette hypothèse assez naturelle est très importante
pour les considérations probabilistes qui suivent.

On suppose que les variables aléatoires (Xi)i∈{1,...,n} sont
• indépendantes,
• identiquement distribués
• selon une loi de Bernoulli.

Hypothèses

Remarque : dans la plupart des tests, l’hypothèse d’indépendance et l’hypothèse de même loi sont
souvent vérifiées, cependant il n’est pas nécessaire que la loi soit celle de Bernoulli.

On sait que normalement les souris ont un probabilité m0 = 0, 2 de développer un cancer. Savoir
si le traitement possède un effet bénéfique revient donc à savoir si la probabilité inconnue m des
souris traitées de développer un cancer est plus élevée ou plus faible que cette proportion m0 = 0, 2.
Plus précisément, les hypothèses (H0) et (H1) peuvent être reformulées de la façon suivante :

(m > m0) (H0)
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et
(m < m0) (H1)

IV Les estimateurs
Un estimateur est une variable aléatoire qui « approche » un paramètre d’intérêt. Cette notion est

volontairement floue et peut s’appliquer un peu près à n’importe quoi, on ne demande pas de qualité
particulière dans la définition. Cependant, en contexte et en pratique, cette notion est naturelle.

Pour savoir dans notre cas si l’on rejette ou non l’hypothèse nulle (H0), il nous faut mesurer
ou plus exactement approcher par l’expérience notre moyenne m. Or un résultat phare des
probabilités affirme que sous de bonnes hypothèses sur (Xi)i>1 (comme les nôtres), on a

X1 + · · ·+Xn

n
−→
n→+∞

m,

avec un sens pour la limite que je ne précise pas ici. Lorsque l’on fait une réalisation, une mesure
concrète sur les souris, x1, x2, . . . , xn des variables aléatoires X1, X2, . . . , Xn, cela signifie que la
moyenne mesurée x1+···+xn

n
converge vers la moyenne théorique m. En ce sens, X1+···+Xn

n
, noté X̄n

constitue un bon estimateur de notre paramètre m.

Soit (Xi)i>1 une suite de variables aléatoires indépendante, identiquement distribuée et de
moyenne E(Xi) = m. Alors

X̄n = X1 + · · ·+Xn

n

est un « bon » estimateur de m.

Proposition IV.1

Donnons également un bon estimateur de la variance :

Soit (Xi)i>1 une suite de variables aléatoires indépendante, identiquement distribuée de
moyenne E(Xi) = m et de variance E (X2

i )− E (Xi)2 = σ2. Alors

σ̂n
2 =

(
X1 − X̄n

)2
+ · · ·+

(
X1 − X̄n

)2

n

est un « bon » estimateur de σ2

Proposition IV.2

V La zone de rejet
Puisque X̄n = X1+···+Xn

n
est un « bon » estimateur de m, on va construire un évènement (au sens

probabiliste) R, à partir de cette variable X̄n, sur lequel on décidera de rejeter l’hypothèse nulle.

Une zone de rejet est un évènement probabiliste sur lequel nous déciderons de rejeter
l’hypothèse nulle.

Définition V.1
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Dans notre exemple la zone de rejet devra être du type
{
X̄n 6 m0

}
. Cependant puisque la taille

de l’échantillon est finie, la variable aléatoire X̄n approche m mais n’est pas rigoureusement égale à
m. Plus précisément X̄n est une variable aléatoire de moyenne m et plus n est grand plus X̄n sera
proche de m mais peut toujours fluctuer autour de sa moyenne. En conséquence, il est possible que
X̄n soit plus petit que m0 alors que m lui soit plus grand que m0. Dans ce cas nous serons dans la
zone de rejet

{
X̄n 6 m0

}
à tort, nous rejetterons (H0) alors qu’elle est vraie. On ne pourra jamais

complètement éviter qu’une telle erreur se produise, mais on va la minimiser en diminuant notre
zone de rejet :

R =
{
X̄n 6 m0 − xα

}
,

où xα est un réel que nous fixerons ultérieurement. En rétrécissant cette zone de rejet, nous diminuons
la possibilité de rejeter à tort (H0) mais nous augmentons la possibilité de ne pas rejeter à tort (H0).
Ce que l’on gagne d’un côté, on le perd de l’autre. Une dissymétrie dans les hypothèses est nécessaire
pour contrôler l’erreur commise et par convention nous favorisons toujours la possibilité de ne pas
rejeter à tort (H0) contre la possibilité de rejeter à tort (H0) (voir Proposition II.2).

Notre objectif est donc de minimiser la probabilité de l’évènement R sous l’hypothèse nulle.
Cette probabilité est maximale lorsque l’on suppose que m = m0. En effet, sous l’hypothèse nulle
m > m0. Or plus m est petit, plus X̄n aura tendance à être petit et donc plus R aura une probabilité
forte. On se place dans ce pire des cas en supposant m = m0 et nous allons tenter de faire en sorte
que cette probabilité P (R) soit plus petite qu’un seuil α. Par exemple α = 5% = 0, 05.

Trouver xα pour que
P (R) = P

(
X̄n > m0 + xα

)
6 α.

Objectif

VI La gaussienne et le Théorème Central Limite

Une gaussienne ou une loi normale classique est une variable aléatoire N qui peut
prendre toutes les valeurs de R. La probabilité d’avoir N entre l’intervalle [a; b], avec a et
b deux réels, est donnée par l’aire sous la courbe suivante entre a et b :

−6 −4 −2 4 6

0.1

0.2

0.3

0.4

0 a b

x 7→ e− x2
2 /
√

2π

Définition VI.1

La loi normale est une loi centrale en théorie des probabilités du fait du résultat suivant.
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Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires indépendante et identiquement distribuée de
moyenne E (X1) = m0 et de variance E (X2

1 ) − E (X1)2 = σ2. Alors, la suite de variables
aléatoires (Zn)n>1 définie pour tout n > 1 par

Zn =
X1+···+Xn

n
−m0

σ√
n

= X̄n −m0
σ√
n

,

converge quand n tend vers l’infini vers une loi normale N au sens suivant : pour tout
a ∈ R,

lim
n→+∞

P (Zn 6 a) = P (N 6 a) .

Théorème VI.2 (Théorème Central Limite)

Ce résultat est fondamentale en probabilité et complète la Proposition IV.1. Non seulement X̄n

s’approche de m0 mais ce théorème affirme que la vitesse d’approche est de l’ordre de
√
n :

X̄n −m0 ≈
σ√
n
N.

Ainsi nous allons avoir accès à l’ordre de grandeur de l’erreur commise en approchant Zn dans notre
test par N .

Durant l’année de terminale, il est évoqué le théorème de Moivre-Laplace qui est un cas particulier
de ce théorème dans le cas où la loi commune des Xn est une loi de Bernoulli. Le Théorème Central
Limite énoncé (et admis !) ici est beaucoup plus puissant car n’impose aucune loi aux variables Xn.
De cette façons la moyenne d’un grand nombre de phénomènes inconnus peut conduire (sous les
hypothèses d’indépendance et de même distribution) à une variable aléatoire connue !

VII Ajustement de la zone de rejet
Lorsque n est petit et sous l’hypothèse d’avoir X1 qui suit une loi de Bernoulli de paramètre m0,

on sait que X1 + · · ·+Xn suit une loi binomiale de paramètres n et m0. Dans ce cas le calcul de xα
est immédiat à partir des tables bien connues des lois binomiales. Cependant lorsque n est grand il
est préférable de considérer les tables de la gaussienne, approche qui est de toute façon indispensable
lorsque la loi commune des Xi est inconnue. Approchons donc Zn par N . Pour procéder à un tel
amalgame peu rigoureux, il faut néanmoins justifier des conditions de validité suivantes : il faut
que n > 30 que np > 5 et que n(1− p) > 5. Alors :

P (R) = P
(
X̄n 6 m0 − xα

)
= P

(
X̄n −m0 6 −xα

)
= P

X̄n −m0
σ√
n

6 − xασ√
n


' P

N 6 − xασ√
n


= P

(
N 6 −

√
nxα
σ

)
.

Notons que dans notre cas, σ2, la variance de X1, est bien connue : σ2 = m0(1−m0). Dans le cas
d’une loi inconnue, il faut remplacer σ par son estimateur naturel σ̂n construit dans la Proposition
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IV.2. On obtient donc

P (R) ' P

N 6 −
√
nxα√

m0(1−m0

 .
En remplaçant par les valeurs du problème :

P (R) ' P
(
N 6 − 10xα√

0, 2× 0, 8

)
.

Puis, de tête,
√

0, 2× 0, 8 =
√

0, 16 = 0, 4 donc 10√
0,2×0,8 = 10

0,4 = 100
4 = 25. D’où,

P (R) ' P (N 6 −25xα) .

Supposons que l’on souhaite une précisions de 95%, cela revient à accepter une erreur de première
espèce à un niveau de 5%. On veut donc P (R) 6 0, 05 c’est-à-dire

P (N 6 −25xα) 6 0, 05.

Voici la table de la gaussienne :

Notez que l’on ne peut y lire que des valeurs positives. Cela provient du fait suivant. La loi normale
est symétrique (voir le graphique de la définition VI.1) c’est-à-dire que pour tout réel a ∈ R,

P (N 6 −a) = P (N > a)

et donc
P (N 6 −a) = P (N > a) = 1− P (N < a) .

Ainsi,

P (N 6 −25xα) 6 0, 05 ⇔ 1− P (N < 25xα) 6 0, 05
⇔ 0, 95 6 P (N < 25xα)

Maintenant, à l’aide de la table, on en déduit que 25xα = 1, 65. Ainsi

xα = 1, 65
25 = 1, 65

5× 5 = 0, 33
5 = 0, 066.

Finalement après tous ces développements, nous obtenons la version finale de notre zone de rejet :

R =
{
X̄n 6 m0 − xα

}
=
{
X̄n 6 0, 134

}
.
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VIII Conclusion
Dans notre exemple, on nous affirme que 15 souris sur les 100 traitées ont été atteintes par un

cancer. La proportion mesurée x̄n est donc de 0, 15. Or

0, 15 = x̄n /∈ R.

La proportion mesurée n’est pas dans la zone de rejet, nous ne rejetons donc pas (H0). Malgré le
fait que 0, 15 6 0, 2 et que nous avions l’impression que le médicament était efficace, l’organisme de
santé portera la conclusion :

« Avec une confiance de 95%, nous ne rejetons pas le fait que le médicament soit inefficace. »

Notez bien les subtilités. D’une part le résultat n’est valide qu’avec un degré de confiance. Il serait
peut être différent avec un niveau de confiance plus faible. D’autre part l’organisme ne rejette pas
l’hypothèse que le médicament soit inefficace, ce qui du fait de la dissymétrie des hypothèses, n’est
pas la même chose qu’accepter que le médicament soit inefficace ou encore que de rejeter que le
médicament soit efficace... Subtilité peu intuitive mais qui est une conséquence de notre approche.

Exemple 2. Pour se convaincre, appliquez à nouveau la méthode avec les mêmes valeurs mais
du point de vue d’une entreprise pharmaceutique peu scrupuleuse qui préférerait se tromper en
affirmant son médicament efficace que de se tromper en affirmant son médicament inefficace.

Il faut savoir qu’il existe toute une grande famille de tests utilisant différents résultats des pro-
babilités et d’autres lois que la loi normale. Cependant l’approche présentée ici définit un schéma
global que l’on retrouve dans de nombreux autres tests.

IX Exercices
Exercice 1. On souhaite savoir si le tabac a un effet sur le long terme sur le taux de triglycérides.
Sur 120 patients ayant fumé pendant plus de dix ans, on note un taux moyen de 210 mg/dL avec
un écart-type empirique de 50 mg/dL. Le taux moyen de triglycérides est usuellement de 1, 3 g.L−1.
Peut-on affirmer à 99% que le taux de triglycérides est anormalement élevé chez les fumeurs ?

Exercice 2. En France le pourcentage de personnes séropositives pour le VIH est de 0, 23%. Une
étude s’intéresse à un échantillon de 5000 personnes et note que 8 personnes dans cette étude ont
été diagnostiquées séropositives. On souhaiterait savoir si cet échantillon confirme la valeur connue
de 0, 23% ou non.

Exercice 3. On considère deux populations d’escargots de taille n = 100 chacune. On inocule un
médicament à la population A et l’on observe que la taille moyenne des coquilles est de 21, 2mm avec
un écart type de 0, 4. On inocule le même médicament, mais sans son principe actif, à la population
B. Cette fois la taille moyenne des coquilles est de 18, 7 avec un écart-type de 0, 3. Le médicament
a-t-il une action sur la taille des coquilles de nos escargots ?
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